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EJERCICIOS DEL ESPACIO EUCLÍDEO 
 
1.  Sea .),...,,( 21
n
n Rxxxx ∈=r  Probar que: 
               { } { }.,...,2,1,...,...,2,1, 21 nixmáxnxxxxnixmáx ini =≤+++≤≤= r  
¿Qué interpretación geométrica se puede dar al resultado anterior en el caso ?2=n  
 
 
2. Probar que para todo nRyx ∈rr,  se verifica que  .yxyx rrrr −≤−  
 
 
3. Si ),,( δxEy rr∈ ),0( >δ  encontrar 0´>δ  de modo que ).,(´),( δδ xEyE rr ⊂  
 
 
4. Se denomina distancia entre dos puntos nRyx ∈rr,  al número real  .),( yxyxd rrrr −=  
Probar las siguientes propiedades, para cualesquiera nRzyx ∈rrr ,,  y .Rt∈  
 
a) .0),( ≥yxd rr  
b) 0),( =yxd rr  si y sólo si .yx rr =  
c) ).,(),( xydyxd rrrr =  
d) ).,(),(),( zydyxdzxd rrrrrr +≤  
e) ).,(),( zyzxdyxd rrrrrv ++=  
f)  ).,(),( yxdtytxtd rrrr =  
¿Qué interpretación geométrica tienen en 2R  las propiedades d), e) y f)? 
 
 
Demostrar las siguientes desigualdades o problemas de optimización  como aplicación 
de la desigualdad de Cauchy/Schwarz, (del 5 al 13). 
 
5.  Sean zyx ,,  números reales tales que .14732 =++ zyx  Determinar el mínimo  
valor de .222 zyxw ++=  
 
6. Sean zyx ,,  números reales tales que .100954 222 =++ zyx  Determinar el máximo  
valor de .352 zyxv ++=  
 
7. Sean naaa ,...,, 21  números reales y n  un entero positivo tales que  
....21 naaa n =+++   
Probar que .... 442
4
1 naaa n ≥+++  
 
8. Sean 0,, >zyx  y .3=++ zyx  Determinar el mínimo absoluto de 
.
222
yx
z
zx
y
zy
x
+++++=Σ  
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9. Sean 0,...,, 21 >nxxx  tales que .1...21 =+++ nxxx  Probar que 
  
+++ )( 3212
1
xxxx
x ++++ ...)( 4323
2
xxxx
x +++ −−−
−
)( 121
2
nnnn
n
xxxx
x +++−
−
)( 11
1
xxxx
x
nnn
n
.
3)(
2
211
n
xxxx
x
n
n ≥++  
 
 
10.  Hallar enteros positivos nkkkn ,...,,, 21  tales que  
                            45...21 −=+++ nkkk n    y     .11...11
21
=+++
nkkk
 
 
11.  Sean .0,, >cba   Demostrar que  .
222
2
3
2
3
2
3
a
c
c
b
b
a
a
c
c
b
b
a ++≥++  
 
 
 
12.  Probar que para todo ,nRA⊂  )()(int CAextA =   y  ).(int)( CAAext =  
 
 
 
13.  Demostrar que si nRa∈r  y ,0>δ  entonces: 
       i)  { }δδ <−∈= axRxaE n rrrr ,),(  es abierto. 
      ii)  { }δδ ≤−∈= axRxaE n rrrr ,),(  es cerrado. 
     iii)  { }δδ =−∈= axRxaS n rrrr ,),(  es  la frontera de ),( δaE r  y de ),( δaE v  y por  
             tanto es un cerrado. 
 
 
14. Hallar )(),int( AextA  y ),(Afront  siendo { }94,),( 222 <+<∈= yxRyxA  
indicando si A  es abierto, cerrado o ni abierto ni cerrado. 
 
 
15.  Determinar una sucesión decreciente  de abiertos { } NnnA ∈  de un espacio euclídeo 
tal que I
Nn
nAC
∈
=  sea un cerrado. 
 
 
16.  Determinar una sucesión creciente  de abiertos { } NnnA ∈  de un espacio euclídeo tal 
que U
Nn
nAF
∈
=  sea un cerrado. 
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17. Sean .,,, ∅≠∅≠∈ BARBA n   Se define { }.,, BbAaRbacBA n ∈∈∈+==+ rrvrv  
Probar que: 
a) { }( )U r
Aa
BaBA
∈
+=+ . 
b)  Si B es abierto, entonces { } Ba +r  también es abierto. 
c)  Si B es abierto, entonces BA +  también es abierto. 
 
 
18.  Sea .1,0 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=
n
EBn
r
 Demostrar que: 
a)  Para cualesquiera nRA⊂  no vacío, ( ).
1
I
∞
=
+⊂
n
nBAA  
b) Si nRA⊂  cerrado no vacío, entonces ( ).
1
I
∞
=
+=
n
nBAA  
 
 
19.  Probar de dos formas que el intervalo abierto R⊂)1,0(  no es compacto en .R  
 
 
20.  Probar que los dos conjuntos siguientes son compactos: 
                 { }δδ ≤−∈= axRxaE n rrrr ,),(   y  { },,),( δδ =−∈= axRxaS n rrrr   
 donde nRa∈r  y .0>δ  
 
 
21.  Probar que  todo subconjunto cerrado de un compacto es compacto y la intersección 
de compactos es compacto. 
 
 
22. Se dice que un conjunto S  de nR  es convexo si ∅=S  o si contiene a todos los  
segmentos cuyos extremos están en ,S  es decir si Syx ∈rr,  y ,10 ≤≤ t  entonces  
.)1( Sytxt ∈−+ rr  probar entonces que: 
a)  La intersección de una familia cualquiera de convexos es un conjunto convexo. 
b)  La unión de dos conjuntos convexos ¿Es también otro conjunto convexo? 
 
 
23. Demostrar que la aplicación RRRd →× 22:  definida por   
  ( ) 2211, yxyxyxd −+−=rr , siendo ),( 21 xxx =r  e ),( 21 yyy =r  es una distancia. 
Calcular  ),1,0(
r
E  con ).0,0(0 =r  
 
 
24.  Hallar el interior y la frontera de los siguientes subconjuntos de 2R  o de :3R  
      a)  { }.125,0,),( 222 <+≤∈= yxRyxA  
      b)  { }.,2,2,),( 2 QxyxRyxB ∈≤≤∈=  
      c)   .,,1,1 *2 ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ ∈∈⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= NmnR
mn
C  
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      d)   { },10,,),( 22 <<<∈= xxyRyxD  
      e)   { }.2594,),,( 2223 ≥++∈= zyxRzyxE  
       f)   { }.10,,),.( 223 <<+≥∈= xyxzRzyxF  
 
 
 
25. Estudiar si los siguientes subconjuntos son acotados y en caso afirmativo calcular su 
diámetro: 
      a)    { }.1,),( 222 <+∈= yxRyxA  
      b)   { }.1,),( 442 <+∈= yxRyxB  
 c)    { }.529,),,( 2223 =++∈= zyxRzyxC  
 d)    { }.,),( 32 xyRyxD =∈=  
 e)    .,1,),( *2 ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧ ∈==∈= Nn
n
yxRyxE    
 
 
26. Decidir si los siguientes conjuntos son compactos. Cuando no sean compactos, 
hallar, si fuera posible, el mínimo compacto que los contenga: 
 a)    { }.2,1,),( 2 ≤≤∈= yxRyxA  
 b)    { }.1,),( 2 ≤∈= xyRyxB  
 c)    { }.10,),,( 2223 ≤++<∈= zyxRzyxC  
 
 
27.  Analizar si los siguientes conjuntos son conexos: 
 a)    { }.132,),( 222 ≤+∈= yxRyxA  
 b)    { }.0,),( 222 <−∈= yxRyxB  
 c)    { } { }.94,),(1,),( 222222 <+≤∈∪≤+∈= yxRyxyxRyxC  
 d)    { }.0,),( 2 ≠∈= xRyxD  
 
 
28.  ¿Son entornos del punto 3)0,0,0( R∈  los conjuntos siguientes?: 
 a)    { }.10,),,( 100002223 −<++∈= zyxRzyxA  
 b)     { }.0,),,( 3 ≥∈= xRzyxB  
 c)     { }1,),,( 3 <++∈= zyxRzyxC  
 d)     { }.104,),,( 8223 −>+∈= yxRzyxD  
